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Zusammenfassung

Es werden auf lokalkompakten abelschen Gruppen, LCAG, sepa-
rable Rdume fastperiodischer Funktionen und ein Konzept der G -

Gleichverteilung von Folgen betrachtet, wobei als Giitemafle fiir die
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Gleichverteilung Diaphonien eingefiihrt werden. Die Diaphonien fiithren
zu Hilbertrdumen mit reproduzierendem Kern und in weiterer Folge
zu scharfen Abschétzungen fiir Quadraturmethoden fiir fastperiodische
Funktionen auf LCAG. In weiterer Folge wird ein Zusammenhang zwi-
schen Gleichverteilung, Dichte und Totalitdt von Folgen in LCAG her-
gestellt, was auch zu Interpolationsmethoden fiir fastperiodische Funk-
tionen fithrt, wobei die Fehlerabschiatzungen die eingefiithrte numeri-
sche Totalitét einer Folge von Stiitzstellen und eine Hilbertraum-Norm
der fastperiodischen Funktionen benutzen. Wesentliches Hilfsmittel ist
die Bohr-Kompaktifizierung der LCAG. Als konkrete Beispiele wer-
den Z als LCAG, die Bohr-Kompaktifizierung Z von Z mit R C Z
niher betrachtet. Es werden Approximationsmethoden fiir das Mit-
tel von Funktionen im Sinne der Bohr-Kompaktifizierung mit Fehler-
abschétzung angegeben. Schliefilich werden auf monothetischen Grup-
pen Banachrdume stetiger Funktionen und dort bestméogliche Quadra-

turmethoden mit Ry = O(1/N) angegeben.

Sei G = {x,y,...} eine lokalkompakte abelsche Gruppe, LCAG, und G =
{7,...} die duale Gruppe, I' die diskretisierte Gruppe zu G.G = {Z,79,...} sei
die Bohr-Kompaktifizierung von G, G = [ . Ist H; eine abgeschlossene Untergruppe
von G, so ist der Annihilator von Hy, Ann(Hy) = {y € G : v(x) = 1,z € H;} eine

abgeschlossene Untergruppe von G. Es gilt Ann(Ann(H;)) = Hj.



Dann gilt allgemein fiir LCAG

G/H, = Ann(H,), H; = G/Ann(H,) (1)

G ist dicht in G. Diese grundsitzlichen Ergebnisse findet man im Klassiker W.RUDIN,
Fourier Analysis on Groups [6]

Die Menge P der fastperiodischen Funktionen, f : G — C, kann definiert werden
als die Menge der auf G stetigen Funktionen f(x), die sich stetig auf G fortsetzten las-
sen. Ist also f(Z € C(G)), so ist die Einschriinkung von f auf G stetig auf der LCAG
G. Dies ist gleichbedeutend damit, dass sich f(Z) und damit f(x) gleichméBig durch
trigonometrische Polynome, also durch endliche Linearkombinationen von Charak-
teren approximieren lisst. Da G bzw. T die Punkte trennt, ist dies eine Konsequenz
des Satzes von Weierstra3-Stone.

Um Gleichverteilung von Folgen auf G bzw. G beschreiben zu kénnen, benstigen
wir separable Raume. Wir betrachten daher abzédhlbare Untergruppen I'y C I'. Sei
Hy = Ann(Ty) = {z : v(z) = 1}. Sei H; = {x € G,y € 'y : y(x) = 1}, dann ist
H, C H,. Sei G/H, = G4, dann ist gemif {D G1 = Ann(Ann(Ty)) = ﬁ, G, also

kompakte Gruppe. Da I'; abzihlbar ist, ist Gy separabel, also metrisierbar.

Die Elemente X von G sind die Nebenklassen modulo Hy: X = {§: 4 — & €
H,}. Jeder Funktion F(X) € C(G;) entspricht umkehrbar eindeutig eine stetigen
Funktion f(z) € C(G), fiir die f(z) = f(y) gilt, falls § — z € H;. Dies gibt Anlass

zu folgender Definition:

Definition 1 H; heifit Periode der aus F(X) resultierenden Funktion f(z). H, =



H, NG ist die Periode der f(z) in G.

Wir definieren nun Réume fastperiodischer Funktionen:

Definition 2 P(T'y) = {f(x),F(X) € C(Gy)}. Die fastperiodischen Funktionen
f(z) € P(Ty) sind also die Einschrinkungen der f(z) € C(G), wobei F(X) € C(G)
und (7)) =X ={y:y—7 € Hi}.

Satz 1 Jede fastperiodische Funktion f(x) € P liegt in einem P(I'y), wobei I'y C T

abzahlbar ist.

Beweis: Zu jedem ¢, = % gibt es v1,...,Ym@m) und dazu ein trigonometrisches
Polynom, gebildet aus 1, ..., Ya(n), welches f(z) € P gleichméBig mit einem Fehler
hochstens €, = % approximiert. Fiir n — oo resultiert eine Folge von Charakteren
{71,---,7m,- ..}, deren endliche Linearkombinationen die Funktionen f(z) € P be-
liebig gleichméflig approximieren.

Dann sei I'y die von 7y, ..., Var, - . . erzeugte diskrete Untergruppe von I'. Offenbar
ist dann f(x) € P(I'y).

Wir statten nun die betrachteten Gruppen mit den entsprechenden Haarmaflen
aus: Sei ji das Haarmafl der LCAG G, pg und pg, seien die Haarmafle von G und
G respektive. Die Charaktere a(X) der Gruppe G entsprechen den Charakteren
a(z), die auf H, trivial sind, a(y) = 1 fiir § € H;. Sei ap(X) der triviale Charakter
von Gy , ap(X) = 1 fiir X € G. Bezeichnen wir mit « die Charaktere aus I'y, so ist
fir 7 € X a(z) = a(X), also a(z) = a(y) fir # — § € Hy, da H; der Annihilator
von Iy ist. Ist f(z) € P(Iy), also F(X) € C(G,), und sind die Fourierkoeffizienten
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von F(X) gegeben durch

F(a) = /G F(X)a(~X)dug, (X) 2)
dann gilt:
f(@) ~ > Fa)a(z) (3)

Insbesondere gilt fir f(z) € P(I'y):

/G (@) due(@) = / F(X)dpe, (X) (4)

G

Wir bezeichnen in naheliegender und bekannter Weise:

| 1@nei@ = 5@ (5)

als das Mittel von f(z) € P(I'y) iiber G.
Nun zur Gleichverteilung von Folgen: Bekanntlich heiit eine Folge (X,,),, in der

kompakten Gruppe G gleichverteilt, wenn fiir alle F(X) € C(G,) gilt:

M
: 1 - _ _
iy 3 () = /| F(X)dic, () (6)
gleichbedeutend mit
1 o .
I ot = "

fiir jeden nichttrivialen Charakter o € I'y. Es ergibt sich die naheliegende Definition:



Definition 3 (Z,,),, ist genau dann in G T'i-gleichverteilt, wenn fiir die Fortsetzung

jeder fastperiodischen Funktion f(x) € P(I'y) auf G gilt

lim i / F(X)dng, (X) = M(f) (®)

Dies ist gleichbedeutend mit

M
.1 _
dim 37 2 a(m) =0 ®)

fiir jeden nichttrivialen Charakter o € I';.

Speziell folgt der

Satz 2 Die Folge (x,,)m aus G ist genau dann T'y-gleichverteilt, wenn fiir jede fast-
periodische Funktion f(x) € P(T'y) gilt

N
lim Mﬂ;ﬂxm) = M(f(z)) (10)

Moo
Beweis: G ist dicht in G, f(z) ist die eindeutige Fortsetzung von f(x) € P(I';)

auf f(z) € C(G), M = [ f(@)dpg(F

Bemerkung: Die Glelchvertellung von (xm)m bzw. (Zp)m ist modulo Hy bzw. H.
Wir fithren nun Diaphonien zur Quantifizierung der Giite der I';-Gleichverteilung

von Folgen ein:

Sei A(X) € Ly(G1) und K(X) = A(X) * A(—X) = A(X) * A(X)*. Dann ist

AX) =) Ala)a(X), KX)=) K(a)aX) (11)

ael acly
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mit K(a) = ‘A(a)

K(X) ist also stetig auf G mit absolut konvergenter Fourierreihe und ist positiv
definit. Wir setzen noch voraus, dass A(a) # 0 # K(a),a € Ty, und sei K(ag) = 1

fiir den trivialen Charakter ag von Gj.
Definition 4 Solche Kerne bezeichnen wir als zuldssig.

Dem Kern K(X) auf G, entspricht die Funktion k(z) auf P(T;).
Den Folgen (), und (Zp)m, Tm € G, Z,, € G, entsprechen die Folgen (X,,),, als
Restklassen mod Hj.

Wir definieren nun die K — I';-Diaphonie dieser Folgen.

Definition 5

N

1 M M B B
Fa= o 30 3 KX, = X) — 1 (12)

mi=1mao=1

Offensichtlich gilt der:

Satz 3 (Tp)m, (Zm)m, (Xom)m ist [1-gleichverteilt, genau wenn ]Vl[im Fy =0.
—00

Weiter unten geben wir Beispiele. Der Kern K (-) = a * a*(+) ist nach dem Satz von
Bochner positiv definit und fiihrt zu Hilbertrdumen mit reproduzierendem Kern.
Ich beziehe mich im Folgenden auf meinen Text 7] dazu in preprints.zinterhof.com,
sodass ich tunlichst auf Wiederholungen verzichten kann. Wichtige Quellen sind nach
wie vor [1] und [2].

Wir betrachten Gy mit der diskreten dualen Gruppe I'y = 61, die Charaktere

in I'; bezeichnen wir mit o, "y = « € T'y, der triviale Charakter sei «yp. Sei K(X)
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gemif definiert und K(X,Y) = K(X —Y), der positiv definite Kern auf G x
Gy zu K(X), der einen Hilbertraum Hy stetiger Funktionen F(X) erzeugt, sodass
K(-,X) € Hg fiir alle X € G und < K(-,Y),K(-,X) >= K(X,Y). Wir erhalten
eine ONB durch

0a(X) = Ala)a(X),a e Ty (13)

sodass gilt

< 30041(X)a SDaz(X> > = 0ayas (14>

Fiir Funktionen F}(X), Fy(X) € Hg gilt dann

< F,F>=Y Fi(a)Fsa) (15)

Definition 6 d(X,Y) =dx(X,Y) = ||K(-, X) - K(-,Y)||.

Offenbar ist d(-, -) eine Pseudometrik. Da die A(a) # 0 fiir o € Ty, folgt nach kurzer
Rechnung: d(0, X) = 0 & X = 0. die von d auf G; erzeugte Topologie ist vergleichbar
mit der Topologie von G;. Da jeder kompakte Hausdorff-Raum eine feinste kompakte
und grobste Th-Topologie ist, stimmen die beiden Topologien iiberein.

Es gilt

Satz 4 Der Hilbertraum Hy trennt die Punkte.



Beweis: Angenommen es gibt X # Y € Gy, sodass fiir alle F(-) € Hg gilt F(X) =
F(Y). Dann gilt fiir alle F(-): 0 = F(X) - F(Y) =< F(T),K(T,X) - K(T,Y) >,
woraus ||K(T,X) — K(T,Y)|| = 0 folgt, also d(X,Y) = 0.

Der Widerspruch beweist den Satz.

Wir definieren nun die fiir das Weitere wichtige Totalitét einer Folge (X,,)m, Xm €

Gll

Definition 7 Die Folge (X,,)m aus G heifit (K-) total, wenn die Folge (K (-, Xn))m

i Hy total ist.
Es gilt:

Satz 5 (X,,) ist genau dann total, wenn fir F(-) € Hg aus F(X,,) = 0,m € N,
folgt F(-) = 0.

Zum Beweis geniigt es festzuhalten, dass F LK (-, X,,) fir m € N gleichbedeutend

ist mit < F(+), K(-, X;) >= F(X,,) = 0. Man zeigt leicht den Satz:

Satz 6 Ist die Folge (K(t,x,)), in Hg total, so ldsst sich eine linear unabhingige

ebenfalls totale Teilfolge (K (t,xy,)); sukzessiv auswdihlen.

Beweis: Seien K(t,zy,),. .., K(t,2,,) bereits als linear unabhéngig erkannt, dann sei
Tpjpy = Ty, falls K(t, 2y,), ..., K(t, 2;), K(t, 2,,41) linear unabhéngig sind, sonst
gehe zu x,,, 2. Diese Folge ist dann ebenfalls total.

Wir erinnern nun an

Satz 7 Ist G eine separable kompakte Gruppe, so ist jede in G, gleichverteilte Folge
auch dicht in Gy. [5]



Wir erinnern nun an die Definition der Dispersion einer Folge im kompakten metri-

schen Raum. [3][4]

Definition 8 Sei x1,29,..., 20, € Gy

Oy = max min_ d(x,x,,) (16)
zeGn=1,....M

Es Gilt §p; — 0 fiir M — oo, genau wenn die Folge (2,,),, in G dicht ist. In [4] wird
die Dispersion d,; ausfiihrlich behandelt.

Wir spezialisieren nun die in [7] dargestellten und fiir Hilbertrdume mit repro-
duzierendem Kern iiber kompakten metrischen Radumen allgemeiner bewiesener Re-
sultate fiir die kompakte Gruppe Gi:

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei die Folge K(t,z,),n € N,t,z, € Gy,
linear unabhéngig. Wir wenden das Gram-Schmidtsches Orthogonalisierungsverfah-
ren an und erhalten eine Folge 7,,(t),n € N, mit < 7,,(t), 7, (t) >= 0psm, wobei gilt

To(Zm) = 0 fir m < n. Es gilt dann der

Satz 8 (x,)n ist genau dann total in Hyg, wenn gilt
K(t,x) =Y 7a(t)7u(z) (17)

Wir setzen nun spezieller als in [7] voraus, dass (z,,), total ist. Der Kern Ky (¢, z) =
N
> 7 (t)Tn(x) reproduziert den Hilbertraum Hy ny = span{K(t,x1),..., K(t,zn)},
n=1

wihrend Ky = 3 7,(t)Tn(2z) den Raum Hy y = span{Kn41(t,z),...} reprodu-
n>N
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ziert. Bezeichnet man mit

NI

Ty = (mxaxK]%,(x, x)) (18)

die Totalitat”der Punkte z1, ..., x,/, so gilt:

Satz 9 (x,), ist genau dann total in Hx, wenn A}im Ty =0
—00

In [7] wurde allgemein fiir kompakte metrische Raume der Satz gezeigt:
Satz 10 TM S 5]\/[

Qualitativ gilt also: Ist die Folge (), in einer kompakten Gruppe gleichverteilt, so
ist (x,), auch dicht in der Gruppe und folglich auch total. Kurz zur numerischen
Quadratur auf Gruppen:

Fiir Funktionen F' € Hy gilt mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung sofort der
, & v v v
Satz 11 |Ry| = |57 > F(Xyn) — [F(X)du(X)| = [|F||Fx
m=1 G

Der Sachverhalt iibertragt sich sofort auf die von I'; erzeugten stetigen Funktionen
auf der Bohr-Kompaktifizierung G von G und modulo H; beziehungsweise modulo
H,,H, = Hy N G, und auf die I';-fastperiodischen Funktionen auf G selbst.
Besonderes Interesse ruft die Interpolation von (fastperiodischen) Funktionen hervor
Wir benétigen einige Resultate aus [7], die wie ohne Beweise hier wiedergeben.

Sei x} ...,xn gegeben und Gy die Gramsche Matrix der als linear unabhéngig vor-
ausgesetzten K(z,x),..., K(x,x,).

Gy = (< K(z,2,), K(x,2,) >)N | = (K(xn,xm))%m:l (19)

mmn=1 "
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Die duale Basis von K (z, 1), ..., K(z,zy) von Hg y, Hx v = span{ K (z, 1), ..., K(z,zn)}

sei l1(x),...,Ix(x) bezeichnet und ergibt sich bekanntlich als

ll (qj) K(QIZ‘, $1)
=Gy (20)
In(2) K(z,zn)
Es gilt also
<l (), K(2, Z0) >=< (), Ky (2, 2) >= ln(20) = dpn (21)

Fir fN(QZ') S HK,N gllt

(@)= fn(en)l(@) (22)

Insbesondere gilt
N

Ky(z,y) =Y L(x)K(z,,y) (23)

n=1

Wir diagonalisieren Gy geméf [7], p 6, mittels der unitdren Matrix Uy

UnGnUy = D3, = diag{\},..., \y} (24)
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und erhalten ein Orthogonalsystem in Hy n, L1(x), ..., Ly(x) mittels

Ly(z) K(x,xy)

Ly(x) K(z,zy)

Man rechnet direkt noch

Gram(Ly(x),...,Ly(2)) = QmAn)Y (26)

m,n=1

Also ist das Funktionensystem \,(x) = L,(z)/\,,n = 1... N ebenfalls eine ONB
fir Hy ny = span{K (x,z1,...,K(z,zx)}. Die Eigenwerte A}, ..., A% von Gy spielen
ersichtlich eine Rolle fiir die Beurteilung der Eigenschaften der Knoten x,..., x5 €
G bzw. G;.

In 7], p11, wurde gezeigt:

N
Satz 12 Die Interpolationsfunktion f,(x) = > f(xn)l.(z) approzimiert f(x) auf
n=1
G Gleichmdfig und es gilt |f(x) — fn(x)] < [|fl|Ta, wobei fir totale (x,), gilt

n—o0
Bemerkung: Die Funktionen /y(x),...,Iy(z) hingen von xy,..., 2y und N ab.

Da wir uns in den Gruppen G bzw. G, bewegen, ist es natiirlich, den Fall zu be-
trachten, dass xg,...,xy_1 eine endliche zyklische Gruppe von Knoten ist. Dann
ist offensichtlich die Matrix Gy zyklisch und sowohl G als auch die A2,... %,

lassen sich durch (schnelle) Fouriertransformationen explizit bestimmen.
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Insbesondere sind die ly(z), . .., Iy_1(x) durch FT zu erhalten, wobei gilt I,,(z) =
l(x — x,),n mod N, sodass immer blof [y(x) bestimmt werden muss.
Wir betrachten nun exemplarisch die wohl augenfilligste lokal kompakte Gruppe
niiher, nimlich G = Z. Damit ist G = Z = {z € R, mod 1} = {exp(2riz),0 < = <
1}, wobei 7 mit der Topologie des eindimensionalen Torus ausgestattet ist. Sei I' die
mit der diskreten Topologie ausgestattete Gruppe G. Die Bohr-Kompaktifizierung
der Gruppe Z,G = Z, besteht dann aus allen Charakteren von I' und ist kompakt.
[ stellen wir auch multiplikativ durch D = {z € C,|z| = 1} dar. Insbesondere ist
Z C Z,R C Z und Z,R sind dicht in Z. Eine Gruppe heifit monothetisch wenn in

ihr ein homomorphes Bild von Z dicht ist. Es gilt der bekannte Satz:

Satz 13 FEine kompakte abelsche Gruppe ist genau dann monothetisch wenn ihre

duale Gruppe eine Untergruppe von D ist. [0] [3]

Sei G kompakt und metrisierbar sowie monothetisch. Dann ist I'; = é’l eine abzahlbare
Untergruppe von D und umgekehrt. Sei fiir ein § € G die Folge (n#),, dicht in G.
Wir betrachten die Diaphonie zum Kern k(z), K(x,y) = k(z — y) auf ki, wobei
k(z) = 2 k(y)v(x), k(v) = 1,k(y) > 0. Wir nannten solche Kerne zuliissig.

ael
Somit haben wir als k-Diaphonie

N N
1 1 .
Fy = N2 E k(nef —n.0) — 1| = N2 E E E(y)v((ng —n1)0) — 1| (27)
ni,ng=1 ni,ne=1 =
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also

N—-1 % N—1 %
. 1 1
Fy = Z’f(ﬂm > (N —|n)yno)| = e > (N —[n|)k(nd) —1
v#0 n=—(N-1) n=—(N-1)
(28)

Die Berechnung von Fy erfordert nur mehr O(NN) Rechenschritte.

Sei f(x) auf G stetig und zy, ...,y € G

Definition 9 Wir nennen die Quadraturmethode

N 2 o)~ [ St (29)

von erster Ordnung und die Methode

% Z f(xng - xm) ~ /Gf(x)d'“@) <30>

ni,na=1
von zweiter Ordnung. Fir die Knoten x, = nf,n € Z ergibt sich hier

N-1

1
X Nl ~ | faua) (31)
n=—(N-1)
Fiir Fehlerabschitzungen betrachten wir Funktionen f(x) aus dem Hilbertraum H g
der vom Kern K (t,z) = k(t — ) erzeugt wird.
Der Kern K(t,x) stellt sich im Sinne von dar

K(t,x) =k(t—x) =) a(y)y(H)a(y)y(z) (32)

v
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wobei laut Voraussetzung S|a(v)|* < oo, &(7o) = 1 fiir den trivialen Charakter ~q

und @(v) # 0 fiir vy € G.

Es gilt der unmittelbar ersichtliche

Satz 14 Die Funktionen . (x) = &(vy)y(x) bilden eine ONB des Hilbertraums H

mit dem reproduzierendem Kern K(t,z).

Die Gruppe G wird durch

d(z,y) = d(z,y) = ||K(t,2) = K(t,y)]|

metrisiert. Hyx besteht aus den stetigen Funktionen der Gestalt

2
< 00

f@) =3 Fes(), 317 )

Y

Wir wenden zunéchst die Methode erster Ordnung an:

RY(f) =

N 2100 = [ st

Mit der reproduzierenden Eigenschaft von K(t,x) erhalten wir

N

< f(t),> K(t,nf) —1>

n=1

RY(f) =

und mit der Cauchy-Ungleichung die Abschétzung

16
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N

D K(tnf)—1>

n=1

RY () < 111l = ||f||Fn

Wir wenden nun auf f(x) die Methode zweiter Ordnung an:

Es ist
f@) =3 Fey@) = 3 F)at)(a)
mit )
S| <00, Yla < 00, 3|7 0) -dm’ <o
und

we O (VoD (no

- i‘{w =) o 0)2:(00)

- nzi:uv - a0y
= Z: a(v)v(t)é(v)ﬁ ]_VX(:;_DV(”@)
-3 S (DA 15 év(n@ |

-3 £r(1D(7) 15 iv(n@ |

(37)

(40)

Dann ergibt sich mit der reproduzierenden Eigenschaft des Kernes K (-, z) fiir
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den Quadraturfehler der Methode zweiter Ordnung die folgende Reihendarstellung;

Yo ist der triviale Charakter.
N-1

S (N = [l f () - / f(@)dp(z)

n=—(N-1)

> ()

) (@w%

1

) = |

2

o 1
= |2 FMa() 5

Y#Y0

N

> y(no)

n=1

N

~ |2 (n0)

n=1

)

Y#Y0

Mit der Cauchy-Ungleichung erhalten wir:

=

RY(f) < (Z 10| 53 [>-2n0) ) - Fy (42)
Y#Y0 n=1
Wir nennen die Funktion F(x) = (Tf)(z),
P(a)i= Y| F)| v(a) = 3 F()(a) (43)
Y#70 Y#70

den Typ von f(x) € H, wobei Y
Y770

F(y)‘ < oo erfiillt ist.

Wir erhalten

(2 %) %anm) (Ni ] <Nn>F<ne>> (44)
Y#0 n=1 n=—(N-1)
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Also ist

N

SO0 =S w0 | = (RO)? (45)
Y#Y0 n=1
und aus folgt
RO (f) < (RO (F))* Fy (46)

Man iiberzeugt sich leicht, dass|(46)|scharf ist fiir @ = 0 und > &(7)p,(x), wobei ja

Y#0

oy (x) = &(vy)y(x) gewdhlt wurde und K(t,z) = > ¢, (t)@,(x) ist. Die Abschétzung
v

lasst sich sofort von xz, = nf,n = 1,..., N, auf beliebige z1,..., 2y € G
iibertragen, wobei dann die Komplexitit der Quadraturmethode von O(N) auf O(N?)
steigt. Fiir in G gleichverteilte Folgen (z,,), gilt fiir Funktionen f(z) € Hg nicht nur
Fn — 0, sondern auch Rﬁ)(F) — 0. Der Typ von f, (T'f)(x) = F(zx), beschreibt die
"Glattheit”von f(x) € Hy.

Die Abschitzung ist somit auf Hy schérfer und differenzierter als die Methode
erster Ordnung in

Wir fassen zusammen:

Satz 15 Ist f(z) € Hi, f(x) = X f(7)ey (), (Tf)(x) = F(z) = 3
qilt

RV = |5 S fwn) = [ @duta)| < 11 P

n=1

NI

< (RY(F))* - Fy

R0 =55 X =)= [ 1@t

ni,na=1

Beide Abschiatzungen sind scharf. Falls die Gruppe G monothetisch ist und 6 ein
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Generator von G ist, ist die Folge (nf), gleichverteilt in G.

Wir betrachten nun das Interpolationsproblem auf monothetischen Gruppen. Die
Interpolationsknoten zy, ..., zy € G sind geméf |(20) und Satz |11 zuléssig, wenn die
K(t,zy1,..., K(t,xy)) linear unabhéngig iiber C sind, also die Gram-Matrix regulér

ist. Es gilt der

Satz 16 Die Folge K (t,n0) ist in Hx dann linear unabhdngig, wenn (nf),, die kom-

pakte abelsche Gruppe erzeugt.

Beweis: Zunéchst gilt, (nf), ist genau dann dicht in G, wenn fiir alle v € G stets
v(0) # 1 ist, wobei y # 7 ein beliebiger nichttrivialer Charakter ist. Ware ndmlich
fiir ein v # 40 ¥(0) = 1, so wire y(nf) = 1 fir alle n, also y(x) = 1 fir alle z € G,
falls (n#),, dicht in G ist.

Ist umgekehrt v(0) # 1 fiir alle v # v € G, so gilt fiir v # 7o

2
< lim —— =0 (48)

also ist (nd), gleichverteilt, also dicht, in G. Sind weiters 7, # 72 aus G, so ist

71(0) # 72(0), sonst wire () := 71(0)11(f) = 1 und somit v = 7o und 71 = 2.
Wir zeigen nun, dass {K(t,nf),n € Z} iiber C linear unabhingig ist, falls 6 ein

Generator von G ist. Wir betrachten ohne Beschrankung der Allgemeinheit mit ¢., =
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—
2
~—

[
=

T

(7) > 0 und fiir ag,...,ay_1 € C die Funktion

F(t) =" anK(t,n0) =" 0, ()k()? Y any(nd) (49)

n=0 ’yGG n=0

Dann ist f(t) =0 € Hg, genau wenn

N-1
Z any(n) = 0 fiir alle y € G (50)
n=0
N-1
Das Polynom P(z) = > a,z™ hat nur dann die unendlich vielen verschiedenen
n=0
Losungen z, = (), wenn ap = a; = --- = ay_1 = 0, was zu zeigen war, abgesehen

vom Fall #G < oc.

Korollar 1 Die Gramschen Matrizen der (K (t,nf)), .

Gy = (k((n —m)8)),.. (51)

m,n=0

sind nicht singuldr und offensichtlich Toeplitz. Falls der Kern k(x) symmetrisch ist,

k(—x) = k(x), ist Gy ebenfalls symmetrisch, also Gy persymmetrisch.
Analog gilt der

Satz 17 Ist G kompakt und ist Gy = {nz,n = 0,...,N — 1},#Gy = N, ei-
ne Untergruppe von G, ist weiters K(t,z) = k(t — x),l%(”y > 0 firv € G, so ist
Gram(K (t,0), K(t,x1),..., K(t, (N — 1)x1)) requldr.
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Beweis: Fiir v € Gund z,, € Gy ist v(x,) eine N-te Einheitswurzel, die auch auftritt.

Sei

i

flt) = a,K(t,nx1) =0 € Hg (52)

3
Il
o

Dann ist wegen 1%(7) >0firye@

N-1
F6) = 0k®) Y any(na) =0 (53)
o n=0
genau wenn
N-1 A
Z apy(nzy) =0 fir alley € G (54)
n=0
Das Polynom
N—1
Py 1(2) = anz" (55)
n=0

hat deg(Py_1) < N —1 und die Einheitswurzeln z, ..., zy_; als Nullstellen, also gilt
ap = a; = -+ = ay—1 = 0. Somit sind die K(¢,0), K(t,21),...,K(t,zn_1) iiber C

linear unabhingig.

Folgerung: Unter den Voraussetzungen von Satz [16|und Satz[17] gelten die Inter-
polationsmethoden und Satz (11| ist anwendbar, da die Gram’sche Matrix
invertierbar ist.

Wir betrachten nun drei naheliegende Beispiele in Z bzw. der Bohrkompaktifi-
zierung. Die duale Gruppe zu Z ist Z =~ [0,1) mod 1. Die Diskretisierung von 7 ist

isomorph zur diskreten multiplikativen Gruppe D = {z, |z| = 1}
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1. Sei ' = {2, m € Z} = {exp(2miam) = 21"}, a ¢ Q

2. Seien fiir s > 2 die ay, . . ., ay iiber Q linear unabhéngig und 2z, = exp(2micy), ..., zs =

exp(2miag). T's ist die diskrete Untergruppe von D:

— mi ma2 m
Iy ={z" 22 ..., 20 my,...,mg € Z}
3. Seien ay, g, ..., Qp, Qpiq, - -+ € Rund iiber Q linear unabhéngig und sei z, =
exp(2miay,),n =1,2,..., dann sei

' ={[[z'", m, € Z, endlich viele m,, # 0}
n=1
Offensichtlich gilt

02T = {zeR modl/a} =G,

A

L

I

Ts:={(x1,...,25) € R® x,, mod 1/, k=1,...,n} = Gy
[ 2T, = {(z,)22, € R® 1, mod 1/a,,} =: G

Wir betrachten die Annihilatoren von I'y, ', I' in Z
Ann(Ty) = {z € Zv(z) = 1 fir y € 1} = H,
Ann(T,) = {z € Z~(z) = 1 fiir v € Ty} =: H,

Ann(Ty) = {7 € Zy(z) =1 fir y € Too} =: Hy

Wir nannten solche Annihilatoren H Perioden. Es ist nach

H, =~ D/Ty,H,~ D/T, Hy = D/To (56)
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sowie

Z/ElaGs

Z/H,, G

1%
12

12
NI

G /Hoo

Wir betrachten nun die ganzzahligen Perioden

H; Z:ZQHhHS I:Zﬂﬁs,Hoo ZZZﬂI—foou

Offenbar gilt:

Hi={zx€Z:z"=1,Ym e Z} = {0}

Hy={z € Z:(z",...,20")" =1,Ymy, s €L} ={0}
Ho=A{z €Z: (zan,...,z0m=)" =1} = {0}

Die ganzzahligen Perioden sind hier also trivial.
Wir betrachten nun R als Untergruppe von Z:

Es gilt fiir r, 71,70 € Rund 2, 21,20 € D

ri+re

z = 2"2" (2129)" = 2725

(57)

(60)

Die reellen Zahlen r sind also Charaktere von D, es gilt Z D R D Z. Da Z in Z dicht

ist, ist R ebenfalls dicht in Z.

Wir betrachten nun die Perioden in R:

HNR={reR: 2" =1,Vm € Z} ={n/a,n € Z}

24
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Fiir s > 2 gilt

HNR={reR: (™ 2" .. 2" =1,Vmy,...,m, € Z} = {0} (62)

a1 P Tag ) ’ Y

da die aq, ..., a4 iiber Q linear unabhéngig sind.

Wir betrachten nun die zu I'y, 'y, ', gehorigen Réume fastperiodischer Funk-

tionen P auf der LCA Gruppe Z:
P(Ty) ={f:Z — C, fwird durch L(T) gleichmdfig approzimiert} (63)

wobei L(I';) die Menge aller Linearkombinationen von v € I'; sei. Es ist also gemé&8
[(61)] f € P(T'1), genau wenn f(z) mod H; zu einer stetigen F(X) € C(G,,) fortsetzbar
ist, also zu einer stetigen Funktion f(7) auf Z fortsetzbar ist.

Analog werden die fastperiodischen Funktionen aus P(I's), P(I'«) durch gleichméBige
Approximation mittels trigonomtrischer Polynome aus I'y bzw. I's, mod H, bzw.
H., definiert.

Es handelt sich hier also um fastperiodische Folgen iiber Z.

Erginzend betrachten wir die Gruppe R,Z C R C Z:
Sei Q(I'y) die Menge aller Funktionen f : R — C, die sich durch trigonometrische
Polynome aus I'y = {27, n € R} gleichméfig approximieren lassen. Das sind hier die

stetigen Funktionen auf R mod i Analog besteht Q(I's) aus allen Funktionen



wo F((ay,...,as)r) € C(Gy), 2, mod i,k‘ =1,...,sist.
Fiir s = oo sind dies die
f(r) = F((an)nr), apr mod 1/ay,,

(65)
F e C(Gy), F((an)n), x, mod 1/,

Fiir s = 1 sind die f(r) i-periodisch fiir & > s > 2 sind die f(r) aperiodisch oder
konstant.

DaZ C R, ist Z isomorph in Gy, 1 < s < 00, enthalten. Wir betrachten nun die Mittel
M(f) auf P(T's), Q(Ty), 1 < s < oo, sowie die I's;-Gleichverteilung von Folgen in
Z,R,Z:

Die I',-Gleichverteilung einer Folge (Z,,) mod H, in Z bedeutet

N
1
lim — > (Z,) =0 fiir alle y € T, (66)
n=1

N—ooo N

Wir bezeichneten Kerne k(x) als zuléssig, wenn

k(z) = (axa”)(z) =Y _a(y)ay)v(z) = k)v(z)
gl gl (67)

mit a(v) #0,a(0)] = 1, also k() > 0,k(0) =1

Seien also k1 (X)), ks(X), koo (X) zuldissige Kerne auf Gy, Gy, Go. Diese Kerne sind
fastperiodische Funktionen beziiglich I'y, I'y, 'y, auf Z bzw. auf R.
Auf Gy, Gy, Gy bzw. Z,R,Z werden (mod Hy, H,, H,,) Diaphonien fiir i = 1, s, 00
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erklart:

1 M
)2
F]$4) ::W E k’(.TmQ—Qfml)—l
mi,ma=1
2 (68)

! 1
= Z k(V)W

~vel;

Z V(Tm)

wobei Z; = >,z bedeuten soll.

Es gilt offensichtlich fiir alle nichttrivialen v € I';,7 = 1, s, 00,

N

) 1
dm oy 2 700 =0 (69
1 (T
Tlgrc)loﬁ/_Tfy(r)dr =0 (70)

Damit ergeben sich auf den Réumen fastperiodischer Funktionen P(I;), Q(T';),i =
1,s, 00, die Mittel fiir f € P(I';), f € Q(T';):

| R
MY(f) = Jim_ ON + 1 > ) ™)
fir f € P(I;) bzw. fir f € Q(I})
, I
MD(f) = lim — f(r)dr (72)
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Es ergibt sich wegen

N

Z V(@) = 0,7 #0 (73)

n——

li L
1m

[e.e]
n=—oo

dass die Folge () in Z,7Z,R, jeweils (mod H;,i = 1, s, 00, I'-gleichverteilt

ist.

Wie bereits festgehalten, sind die Mittel M@ (f) gleich den Haarintegralen der
stetigen Fortsetzungen von f auf die Gruppen G; bzw. die Integrale der auf Z stetig
fortgesetzten Funktionen nach den auf Z iibertragenen jeweiligen HaarmaBen von
G4, Gy, G, welche letztere auf G = Z natiirlich keine Haarmafe sind.

Die Kerne k;,i = 1, s, 00 erzeugen Hilbertraume stetiger Funktionen auf Z, Z, R.
Auf diesen gilt dann geméfl Satz [11| die Abschétzung

N

D flaa) = M) < Il - Fy (74)

n=1

RN(f): %

wobei sich fiir Folgen x,, = nzy,n € Z die Fehlerabschétzung fiir die Methode zweiter
Ordnung gemé$ |(47)| verscharfen ldsst. Dariiber hinaus sind die Gramschen Matrizen
der K(t,n),n =0,=%1,... reguldr, was zu Interpolationsmethoden fiir diese fastperi-

odischen Funktionen fithrt. Fiir konkrete quantitative Abschétzungen sind etwa die
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Korobow-Kerne niitzlich:

Kz = S (.. eap(2ri(mua + -+ maa)
mi,mg=—00 (75)

m = max(1, |m|)

Es steht das gut bekannte Arsenal an zahlentheoretischen Integrationsmethoden zur
Verfiigung, was hier nicht weiter ausgefiihrt wird.

Wir betrachten abschlieend Banachrdume (fastperiodischer) Funktionen auf
monothetischen Gruppen, die bestmogliche Quadraturmethoden zulassen:
Sei wieder G4 eine kompakte abelsche Gruppe mit diskreter Dualgruppe Gy =: I'y. Sei

(1 monothetisch, also ist I'y Untergruppe der Diskreten Gruppe D = {z : |z| = 1}.
Wir betrachten A = {f(z) : T f(v)‘ < ool [Ifll, = 32 f('y)‘. Also istA 22 1,(I')).

v v

Sei Z; definiert als Summe iiber alle nichttrivialen v € I';. Sei 2y ein Generator von
(G1, also sind die Folgen x,, = nxg,n € Z bzw. n € Ny dicht in G, wobei fast alle
x € (7 Generatoren sind. Das Element zy € (G; ist genau dann Generator von Gf,
wenn fiir alle nichttrivialen v € T'y gilt v(xg) # 1. Sei fir g Sn(v) = NZ_::’y(mto).

Dann gilt fiir den trivialen Charakter v : Sy(70) = N und fir v # 7o:

Sn(v) = (1 = v(Nwg))/(1 — (o)) (76)

Auf der Klasse A gilt fir z, = nzg,n =0,1,2,...

Ru(f) =5 SN = 1fnao) = [ fayde =53 F)suta) ()
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wobei dx das Haarmaf} auf GG; ist.

Es gilt der einfache
Satz 18 Auf der Klasse A ist Ry(f) = o(=) nicht mdglich.

Beweis: Sei v € 'y nicht trivial. Angenommen es gibt ein xy € G, so dass

Ry(1) = 3 32 70nr0 = ol ) (79

Dann wére
Sn(v) =0(1), Snsi(y) =o(1) (79)

Also auch
Sn+1(7) = Sn(7) = 7(Nzo) = o(1) (80)

fir N — oo. Widerspruch!, da |y| =1. W.z.z.w.

Da fiir die Quadraturfehler f (0) keine Rolle spielt, sei 0.B.d.A. f (0) = 0. Sei nun

fir den Generator zg

Ay = Ayy(Gh) = {f >

ﬂwkmu—v@m]><w} (31)

Ay, wird mit [ f]],, = >
5
raum aus allen (d,),, v besteht, fiir die mit beschréankten &, gilt d, = b,-2|1 — y(zo)| ",

() ’ (2|1 — v(0)| ") zu einem Banachraum, dessen Dual-

wobei die Norm des entsprechenden Funktionals gerade die l..-Norm der (b, ) ist.
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Offensichtlich ist A,, eine dichte Teilmenge des Banachraums A. Die Funktionale

von A,, werden durch die absolut konvergenten Reihen

S 21— Aeo) |y = 3 ), (82)

Y

dargestellt.

Es ergibt sich der
Satz 19 Fir f € Ay, gilt [Ry(f)] < /],

Beweis:

R = | X i

(=

- 2 1 1
f(W)‘mD N = NHfoo
(83)
Die Funktion I'y = R,y — |1 — ()| beschreibt das diophantische Verhalten des
Generators o € G1. Wir betrachten dies nun auf 7% = [0,1)* mod 1. Sei 7y = § =
(01,05, ...,05) € T*, wobei die 6y, ...,0, linear unabhéngig iiber Q sein sollen, also

myby + - -+ myb, & Z fiir m = (my,...,m,) € R®, fiir m # 0 gilt. Sei

N-1
Sn(mb) =3 exp(2mi(miby + - - - +myb,)) (84)
n=0
also
S 1— 2miNmo
]SN(me) _ | L= cap(2rilimi6) (85)
1 — exp(2mimd)

Wenn wir mit ((x)) den Abstand von & € R zur néchsten ganzen Zahl bezeichnen,

31



ist offenbar

1

— (86)
2((mi0))

IA

Im Sinne der Definition von A,, wird der Banachraum stetiger Funktionen am s-

Torus fir zg = g definiert durch

Ag—{fEC(Ts):Z

— < oo} (87)

3
[\
—
—~
S
~
S~

mit der Norm

_ (88)

Il5 =3 o) T

Aus Satz [19 folgt offensichtlich der

Satz 20 Sind die 01, . .., 0, linear unabhingig iber Q, so gilt fir Integranden f(Z) €

Ay die Fehlerabschitzung
1
1B (N < 3 11f1lg (89)

Die Norm des Funktionals Ry ist auf Ay:

1
IRyl = 1 (90)

Ry ist auf Ay der Ordnung nach nicht verbesserbar.
Sei V(m) = [[ maxz(1,|my|). Wir erinnern a den gut bekannten Sachverhalt:

k=1
Ist € > 0 beliebig, aber fest, dann gibt es zu fast allen 0 = (01,...,05) € T*=[0,1)*
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—

eine Konstante C'(6) > 0, so dass fiir alle m = (mq,...,ms) # (0,...,0) gilt:

also

Definition 10 Se: A, der Banachraum der Funktionen

f(7) = Z'f<m>e:cp<2mmf>

mit
1711 =D |76 - v < oo
Wegenist
1
1£1lg < %Ilfllg

also gilt fiir jedes € > 0 und fast alle 6T

A C Ay

Aus Satz [20] folgt sofort

Satz 21 Ist f € A. fiir ein € > 0 und gilt fir g s0 st

1 1
[Ba(F)l = 5 IBx (A = —=lIfll.

N -C(6)
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Der Beweis erfolgt unmittelbar:

—

= - 1 — exp(2miNmO)
Ry(f)] =+ ;f R
< ¥ X i E ™
1 1
_ N%Hfﬂs

Bemerkung: Die berithmten Ergebnisse von A.Baker und W.Schmidt iiber die Simul-
tanapproximation von Zahlen mit rationalen Logarithmen bzw. von algebraischen
Zahlen liefern fiir jedes ¢ > 0 Beispiele fiir § = (01,...,05) gemaB und konkreti-

sieren unsere metrische Aussage |(91)!

Die Banachrdume von Funktionen und die Fehlerabschétzungen in den Sétzen
[19] 20} [2T] betreffen monothetische Gruppen und lassen sich modulo der Annihilato-
ren der entsprechenden Dualgruppe unmittelbar auf die Bohrkompaktifizierung Z
von Z, sowie auf die in Z dichte Gruppe R iibertragen, was zu entsprechenden Ba-
nachraumen fastperiodischer Funktionen und Quadraturmethoden dort selbst fiihrt.
Quadratur bedeutet also hier die angeniherte Berechnung des Haarintegrals iiber G
bzw. Z beziehungsweise des Mittels M (f). Die qualitativen Ergebnisse und auch die

quantitativen Ergebnisse {ibertragen sich offensichtlich geméafl Satz [2| pp.
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